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Zur Theorie der inneren Feldemission aus dem Valenzband

Von WaLrter Franz

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Miinster
(Z. Naturforschg. 14 a, 415—418 [1959] ; eingegangen am 4. Februar 1959)

KeLpysH ist es gelungen, das Matrixelement der Houstonschen Theorie in der Umgebung des Ver-
zweigungspunktes der Energieflache allgemein anzugeben. Die von Kerpysu durchgefiihrte Neuberech-
nung der Zexerschen Emissionswahrscheinlichkeit ist jedoch fehlerhaft und wird in der vorliegenden
Note berichtigt. Es ergibt sich genau die Formel, welche von HomiLivs 1954 fiir den Spezialfall kubi-
scher Kristalle hergeleitet wurde. — Weiter wird auch die Couroms-Wechselwirkung zwischen Elektron
und Loch in die Theorie einbezogen und mit Hilfe des Krroysuschen Matrixelements die Emissions-

wahrscheinlichkeit neu berechnet.

KeLpysu ! hat entdeckt, daB sich das Matrixelement
der Housronschen Theorie? in der Umgebung des
Verzweigungspunkts der Energiefliche allgemein
auswerten laBt; man hat dort (in der komplexen
Wellenzahl-Ebene) in erster Ndherung einen Pol
vom Residuum 1/4 i. Die Konsequenzen dieser Fest-
stellung fir die Theorie der inneren Feldemission
sollen in der vorliegenden Note gezogen werden.
Kerpysu selbst hat — ohne Berucksichtigung der
CourLoms-Wechselwirkung Elektron —Loch — die
Auswertung versucht, jedoch infolge eines Fehlers
bei der Durchfiilhrung der komplexen Integration
eine um den Faktor 9 zu grofle Durchlassigkeit er-
halten. — Bei der Darstellung schliefe ich mich
vollkommen meinem Handbuchartikel 3 an, aus wel-
chem die Ausgangsgleichungen sowie die Bedeutung
der Bezeichnungen zu entnehmen sind.

1. Verbesserung der Houstonschen Funktionen
nach Keldysh

Interessant ist die Verbesserung der Houstonschen
Theorie, welche KeLpysa dadurch erhilt, dal er in
den Houstonschen Wellenfunktionen

e, 7,1) = (K (1), ) o)
v
-exp{—;/ [E1<K<r>>+er1(K<r>)]d3r}

in die Energie einen Zusatz e F y aufnimmt, wo

nE=ifu g fuEndr. (2

Diese Korrektur bewirkt, da die Houstonschen

U L. V. Kerpysw, Sov. Phys. J. Exp. Theor. Phys. USSR 6, 763
[1958].

2 W. V. Housron, Phys. Rev. 57, 184 [1940].

3 W. Franz, Dielektrischer Durchschlag, Ziff. 29 u. 30, Hand-

Funktionen bis auf Ubergiinge zwischen verschiede-
nen Bandern exakt sind, wahrend bisher noch eine
Phaseninderung als Storung behandelt wurde. Der
Zusatz hat zwar fiir die innere Feldemission (ZENER-
Emission) keine Bedeutung, da er nur Energie-An-
derungen von etwa 107 2eV bringt; doch bewirkt
er eine Anderung der Determinanten-Eigenfunktio-
nen des vollbesetzten Valenzbandes gegeniiber dem
feldfreien Zustand — er entspricht also der poten-
tiellen Energie der Elektronen-Polarisation. Wir
wollen den EinfluBl des durch Kerpysu hinzugefiig-
ten Glieder im folgenden beriicksichtigen, ihn aber
in den Endresultaten unterdriicken. Die Formel fir
die Durchlassigkeit des verbotenen Bandes wird ent-

sprechend (1.29.11)

&
D=/dsMexp{%/(ElJrerl_Ev_erv)ds.
e
¢ (3)

Darin ist

K=-K- % &; (K konstant, reell) (4)
die Parameterdarstellung der Geraden, auf welcher
der Wellenzahlvektor K durch das angelegte Feld
verschoben wird, und M ist das Houstonsche Matrix-
element

M=/u1*(K, r) gz u, (K, 1) &or. (5)

2. Verhalten am Sattelpunkt

Die Auswertung des Integrals (3) nimmt man in
der komplexen &-Ebene vor?, indem man den Weg
in die Umgebung des Sattelpunkts & des Energie-

buch d. Physik, Bd. 27, Springer Verlag, Berlin 1957 ; zitiert
als (I).

4 TIrrtiimlich glaubt KeLpysH, u* konne nicht unmittelbar ana-
lytisch in die komplexe £-Ebene fortgesetzt werden; natiir-

lich ist dabei u* (§) =[u(§*)]1* % [1(&)]*!
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Exponenten verlegt; dieser Sattel ist der Punkt. an
welchem FE,=F, ist. also der Verzweigungspunkt
der Energieflache in der komplexen $-Ebene. Durch
Umlauf um & kann man sowohl die Energie als auch
die Brocu-Faktoren analytisch vom Valenzband in
das Leitungsband tiberfithren. Da bei & Valenz-
und Leitungsband identisch sind, fithrt dort die
Orthogonalitat der Brocu-Faktoren von Valenz- und
Leitungsband zu einem Widerspruch mit der Nor-
mierungsforderung:

/ul* u, d3r=0; /.ul* uydPr=1. (6)

Man kann diesen Widerspruch umgehen, indem man
unnormierte Brocu-Faktoren v einfiihrt, welche als
Funktionen der Energie auch am Sattelpunkt regular
sind. Die normierten Funktionen erhalt man dann zu

(7)

"
R T
Wegen des verschwindenden Nenners ist u am Sat-
telpunkt singular.

Die Orthogonalitat liefert fiir die Funktionen v
und ihre Ableitungen nach der Energie (durch
Striche angedeutet) im Sattelpunkt die Relationen

[vs* v dr=0; (8)
[o v Br= [v v, d3r=3[ (" v),) dr.
Hieraus folgt fir die Umgebung des Sattelpunkts

[v* o &r=~(E—E,) [(v*v)] &r;
/ vt vy d%’z%/(v* v), d3r. ®)

Der Sattelpunkt ist dadurch charakterisiert, daf}
dort zu gegebenem & zwei Werte von E zusammen-

fallen; deshalb verschwindet d£/dE, und es gilt
f=b+ L (E=E)E/+....  (10)

Fihrt man (9) und (10) in (5) ein, so ergibt sich
I

T aiE—g) (1)
Analog erhalt man durch Einsetzen in Gl. (2)
yar L2 EZEs oy o s
S (12)

[ (Us: Us'f —vs*” 1) } dﬂI

a - _ sl
[@*v)g d3r

3. Auswertung des Durchlassigkeits-Integrals

Zieht man in (3) den Wert der Exponentialfunk-
tion am Sattelpunkt als konstanten Faktor heraus,
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so bleibt das folgende Integral auszuwerten:

£
A:/d? M exp \{:F/(E/—EMLeFﬂ/I —ekFy,) df},.
(13)
Nach Gln. (10). (11), (12) wird dies
1 [ &
A= si) £z (14)
3 = /
comp{ AL )/ -t oe ) 2 -y

Wir miissen jetzt den Verlauf des Integrationsweges
diskutieren. Damit der Exponentialfaktor von Gl.
(3) klein wird, mul} & in der positiv imagindren
Halbebene liegen. Die Abhingigkeit der Energie
von & ist gegeben durch einen Ausdruck der Art

E=FE, L VIZHJER. (15)
£, ist positiv imagindr, & wird negativ imaginr.
Der Integrationsweg, welcher urspriinglich von
$= —o nach {= + o fiithrte, mufl so ins Kom-
plexe verlegt werden. dafl der Exponent von (14)
negativen Realteil erhilt. Den giinstigsten Verlauf
des Weges zeigt Abb. 1; der Winkel gegen die reelle
Achse ist dabei im Unendlichen 7/6. Schraffiert

|
|
I
I
I
|
— .

Abb. 1. Integrationsweg in der &-Ebene.

sind die Grenzen eingezeichnet, welche der Weg im
Unendlichen nicht iiberschreiten darf. Kepysu fiihrt
hier nun

als neue Integrationsvariable ein. Dabei erhilt man
einen Weg wie in Abb. 2. welcher innerhalb der
eingezeichneten Winkelbereiche nach dem Unend-
lichen verlduft; er kann nicht tiber den Pol weg ins
Unendliche gezogen werden, wie dies Kerpysu tut
— aus diesem Grunde ist das Ergebnis von KeLpysu
unrichtig. — Fihrt man als Integrationsvariable ein

R N

(16)

(17)
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dann ergibt sich

04)
A= 611' /dt el - exp [ —-a(zale;: t)la}. (18)

Entwickelt man die zweite Exponentialfunktion in
die TavrLor-Reihe, dann erhdlt man die konvergente
Entwicklung

A~3Z

——a)" ( 3eF )71/3

n! T[1—(nf3)] \2i&" (19)

9

y=Vi(5-5)

Abb. 2. Integrationsweg in der y-Ebene.

Wegen der Kleinheit von a ist es konsequent, nur
das erste Glied beizubehalten

A, (20)

Fiir die Durchlassigkeit ergibt sich an Stelle von
(1.29.19)

2
D= (7?:) exp {—
Dies unterscheidet sich von dem Ergebnis von KEer-
pysH um einen Faktor 1/9, und stimmt genau iiber-
ein mit der Formel, welche Homirius ® mittels der
expliziten Wellenfunktionen kubischer Kristalle er-

halten hat. — Die Emissionswahrscheinlichkeit pro
Elektron ergibt sich an Stelle (1.29.26) zu

Vo (e F) 2_ exp{— 7 Y2 me* ]o’lz}

14 ]/2mi Iﬂlz} . (21)

4heF

T 18aV2Zmet nL| I aheF
(22)

oder numerisch
=5,2-10"3 - 23

. F* 10 1,75 107V mo*/m J 212 F |
I U
Zu den angegebenen Formeln tritt der Beitrag des
Faktors von KeLpysn im Sattelpunkt

2

&
expli [ (y—7y) dé (24)
13

5 J.HomiLius u. W. Franz, Z. Naturforschg. 9 a, 205 [1954] ;
s. GL ().
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Er kann das Ergebnis um 1 bis 2 e-Potenzen ver-
grolern oder verkleinern; denselben Einflul hat
aber auch eine Unsicherheit von 1 bis 2% im Wert
der Bandliicke /. Es hat daher nur dann Sinn, den
Faktor (24) mitzunehmen, wenn die Bandstruktur
sehr genau berticksichtigt wird.

4. Beriicksichtigung der Coulomb-Kraft
Durch die CouromBsche Wechselwirkung zwischen

emittiertem Elektron und zuriickbleibendem Loch
wird nach (I.Ziff. 30) das Integral A in folgender
Weise verandert:

3
A:/d":Me"P{J‘FE/.V(El—Ev)g ~e3F/nst}_

(25)

Der Kevpysu-Faktor ist unterdriickt, kann jedoch
wie frither beriicksichtigt werden. &; ist die Null-
stelle der Wurzel, welche an Stelle von &, Sattel-
punkt der Exponentialfunktion wird, sich aber von
& nie mehr als etwa 30% unterscheidet. Man kann
deshalb das Matrixelement M in guter Naherung
durch den in der Umgebung von &; giiltigen Nahe-
rungsausdruck (11) ersetzen, und hat dann mit

(15):

Azle{ _dL’ plBeF-l/;”Ez:

E E])!/!}-
(26)

Wir nennen den Exponenten wieder ¢, und fithren
ihn als neue Integrationsvariable ein mittels

ala=k

Der Koeffizient f ist darin
2 Ym*\l(7 I«(_V_&F)
p=I ( ) (1 1 L mel?
(28)

3heF
Nur fiir kleine Felder ist § kleiner als 1 (F muf}
dazu wenigstens eine Zehnerpotenz kleiner sein als
die Feldstirke, bei welcher Zener-Emission stark
einsetzt), im interessanten Feldstarkebereich dage-
gen ist es von der GroBenordnung 2 bis 4. — Fiir 4
haben wir jetzt

127)

et F
nsl2

(29)

Entwickelt man den Bruch nach fallenden Potenzen
von (§—§&;)/(&—¢&;), dann ergibt sich die konver-
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gente Potenzreihe

{'% 1
= I'(1+3n)

n=

(=8)". (30)
Wegen der Grofle von [ ist sie aber nur fiir kleine
Felder brauchbar. Fiir den interessanteren Bereich
f>1 entwickelt man den Bruch besser nach steigen-
den Potenzen, und erhilt die asymptotische Entwick-
lung
A~ T (=p—n _I'ep
35 TG—in)  2V3p°

n=0

(31)

Damit erhalt man fiir die Durchldssigkeit in erster
Néherung Gl. (1.30.6) %, mit dem Wert von KeLpysu
(11) fir das Matrixelement:

e3 F \)—1,,5

1 356[")‘/!(1
1212(2 Ym* wel?,

'(1 _1/1 — )»-_)

wel?

’ e 12m* =a_
ol L !

Fiir die Emissionswahrscheinlichkeit ergibt sich ent-

sprechend

D-TI*(3)
(32)
AT Y
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oder numerisch
w=1,05-10"1851 ( m ‘)*/. Vo F‘i’/a (1—g)=%
my* L
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0,58-10—6 F &,
12 ’

Gegentiber Gl. (22) ist in Gl. (33) der Koeffizient
um etwa vier Zehnerpotenzen kleiner, wiahrend der
Zusatz im Exponenten eine Vergroferung um meh-
rere Zehnerpotenzen bringt; man kann daher nicht
allgemein sagen, ob die Emission durch die Cov-
LomBsche Wechselwirkung begiinstigt oder gehemmt
wird.

=

¢ Ein Faktor 4/3 muB in dieser Gleichung weggelassen wer-
den.

Molekulare Relaxation im x- und r-Raum

Von Er1 Itt Takizawa und Joser MEIXNER

Aus dem Institut fiir angewandte Physik der Universitiat Nagoya, Japan
und aus dem Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 14 a, 418—424 [1959] ; eingegangen am 16. Januar 1959)

Die Uberginge zwischen den inneren Zustinden eines einzelnen Molekiils werden als Markorr-
Prozef3 beschrieben. Aus ihm wird der Marxorr-ProzeB fiir die Besetzungszahlen als Funktionen der
Zeit eines Gases mit N gleichen Molekiilen hergeleitet und seine Eigenschaften werden untersucht,
wobei verschiedene Bedingungen (isothermer Proze3, Prozef bei konstanter Energie usw.) zugrunde
gelegt werden. Die inneren Variablen des Systems werden zu den makroskopischen Variablen in
Beziehung gesetzt und es wird gezeigt, dal wegen der Persistenz der Gauss-Verteilung alle inneren
Variablen mit Ausnahme der den makroskopischen Variablen zugeordneten latent sind. Die Ver-
allgemeinerungsfihigkeit der Ergebnisse wird begriindet.

Unter molekularer Relaxation versteht man die
Einstellung der Besetzungszahlen der Molekiilzu-
stinde auf die Bovrrzmann-Verteilung. Dieser Ein-
stellvorgang wird beispielsweise in der Schallabsorp-
tion beobachtet. Besonders einfach und durchsichtig
sind die Verhiltnisse bei Gasen. Sie sind sowohl
kinetisch als auch thermodynamisch untersucht wor-
den und es liegt auch eine Fiille von experimentellen

Ergebnissen vor!.

! Siehe z.B. H. O. Kxeser, Ergebn. exakt. Naturwiss. 22, 121
[1949] und J.J. Markuam, R.T.Bever u. R.B. Linpsay,
Rev. Mod. Phys. 23, 353 [1951].

Unsere Absicht ist es, die molekulare Relaxation
im Gas aus dem Verhalten des Einzelmolekiils her-
zuleiten. Sofern die Uberginge der Molekiile als
voneinander unabhingig angenommen werden diir-
fen — dies ist der Fall bei isothermer Relaxation —,
hat man eine ahnliche Situation wie in der statisti-
schen Mechanik: Das Verhalten des ganzen Gases
wird im I’-Raum beschrieben; es ldft sich auf die
Ubergiinge des einzelnen Molekiils in dem ihm zu-
geordneten u-Raum zuriickfiihren.

Die Gleichung fiir die Anderung der Verteilung
im I'-Raum ist ein charakteristisches Beispiel fiir



